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Есть разные способы повышения точности 
химического анализа, мы будем говорить о тех, 
которые связаны с обработкой данных. Речь 
пойдет об измерениях, в которых применяется 
градуировочная характеристика (далее – ГХ)  – 
функциональная зависимость аналитического 
сигнала от содержания аналита, выражен-
ная в виде формулы [1]. Ограничимся случаем, 
когда определение параметров формулы про-
изводится методом наименьших квадратов [2]. 
Рассмотрим, от каких факторов зависит дове-
рительный интервал решения задачи хими-
ческого анализа – предсказания содержания 
аналита по величине аналитического сигнала. 
Обратим особое внимание на начальный уча-
сток ГХ, по которому вычисляются пределы 
обнаружения и определения.  

Предел обнаружения основан на статисти-
ческой проверке гипотезы о том, что содержа-
ние аналита равно нулю. Предел определения 
соответствует содержанию, для которого ана-
литический сигнал в три-пять раз больше стан-
дартного отклонения, характерного для данной 
интенсивности сигнала. Посмотрим, какими 
средствами можно понизить величину довери-
тельного интервала без ущерба доказательно-
сти анализа.

Доверительный интервал (ДИ) формально 
существует только для определенной измерен-
ной или предсказанной величины. Обобщим 

это понятие на ГХ, приписав ДИ каждой точке 
ГХ (заметьте, что ДИ откладывается вверх и 
вниз от линии градуировки). Сначала обра-
тим внимание на то, что есть несколько раз-
ных по смыслу доверительных интервалов и мы 
должны их различать (рис.1).

 Доверительная область (ДО) градуировочной 
характеристики (та область, куда с заданным 
уровнем вероятности попадает ГХ) зависит от 
того, насколько точно оценены коэффициенты 
функциональной зависимости, и для линей-
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ной регрессии описывается формулой (5)*. ДИ 
нового измерения ограничивает ту область, 
в которую с заданным уровнем вероятности 
попадает очередное измерение, по точности 
не отличающееся от градуировочных. Соответ-
ственно, границы доверительного интервала 
расширяются (формула (6)).

Доверительный интервал предсказания (вос-
становление содержание аналита по отклику 
детектора) получается путем пересечения ДО 
градуировочного графика горизонтальной 
линией; он не симметричен относительно 
предсказанного содержания аналита и в боль-
шинстве случаев может быть вычислен только 
с помощью компьютера. Формулы для ДИ пред-
сказания, основанные на делении ДИ нового 
измерения на коэффициент пропорционально-
сти ГХ (см., например, [5]), приблизительные 
и графически получаются проведением через 
точки концов ДИ линий, параллельных граду-
ировке (рис.2).

Усреднять или не Усреднять?
Обозначим словом "уровень" (жаргон характе-
рен для программ обработки хроматографиче-
ских данных) результат усреднения аналити-
ческого отклика по всем измерениям (точкам) 
с одинаковым содержанием аналита. При этом 
необходимо, чтобы число точек для каждого 
уровня было одинаковым; обозначим его m. 

Градуировку можно построить двумя спосо-
бами: используя все измеренные точки (рис.3а) 
или используя уровни (рис.3б). Коэффициенты 
регрессии, построенной по точкам, будут в 
точности равны коэффициентам регрессии, 
построенной по уровням с одинаковым чис-
лом точек. Наличие большого числа степеней 
свободы при градуировке по точкам совсем 
не означает, что окажется возможным постро-
ить аппроксимирующий полином высокой сте-
пени. Ранг матрицы, используемой при рас-
чете профиля u* из формулы (1), не превышает 
числа уровней, и степень полинома не может 
превышать число уровней минус один, как и в 
случае градуировки по уровням.

Теперь посмотрим, чем отличаются довери-
тельные интервалы для этих случаев. Обратим 
внимание на первые два сомножителя фор-
мулы доверительного интервала (формула (1)). 
Нетрудно понять, что их произведение пред-

* Cм. врезку

ставляет собой оценку точности любого еди-
ничного измерения из тех, по которым стро-
ится градуировка. Эта оценка используется при 
расчете всех вариантов ДИ. 

Если мы используем точки, то получим 
достаточно надежную оценку дисперсии еди-
ничного измерения: величина коэффициента 
Стьюдента t стабилизируется по мере роста 
числа степеней свободы. 

Если мы используем уровни (усредненные 
точки), то число степеней свободы такой зави-
симости резко падает, и коэффициент Стью-
дента растет. Второй сомножитель – стандарт-
ное отклонение точек от прямой – падает. Растет 
также и третий сомножитель формулы (1) – уро-
вень профиля вероятности √u*. Доверительный 
интервал градуировки, построенной по уров-
ням, может быть как больше, так и меньше 
интервала, полученного по всем точкам, но 
будет заведомо менее надежным из-за мень-
шей статистики. При большом числе уровней 
доверительная область градуировки по уров-
ням совпадет с ДО градуировки по точкам. 

ДИ нового измерения, построенный по уров-
ням, позволяет построить ДИ предсказания 
только для среднего из m измерений, тогда как 
по градуировке с использованием точек оценку 
предсказания можно получить как для одно-
кратного измерения, так и для любого числа 
повторений.

Есть случаи, когда использование уровней 
необходимо, – например, когда дисперсия 
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повторных измерений существенно меньше 
дисперсии регрессии (определение слова "суще-
ственно" в этом контексте зависит от требу-
емого уровня доверительной вероятности; 
для уровня 0,95 при нескольких независимых 
источниках ошибок принято пренебрегать слу-
чайными составляющими с дисперсией менее 
1/10 от дисперсии основного источника погреш-
ности; по стандартному отклонению это чуть 
больше трех). Представим ситуацию, когда 
повторные измерения делаются с помощью 
дозирования пробы автосамплером из одной 
пробирки. Одновременно предположим, что 
случайная составляющая ошибки дозирования 

много меньше систематической (рис.4а). Тогда 
воспроизводимость для любого уровня будет 
очень хороша, но не будет отражать действи-
тельной ошибки измерения (рис.4б). В этом 
случае повторные измерения уровня просто 
не имеют смысла, и для построения регрессии 
можно использовать как среднее, так и любое 
одно измерение этого уровня.

Выбор модели
При построении градуировочной зависимо-
сти доверительные интервалы чаще всего 
считаются по формуле (5), которая выполня-
ется для линейной градуировки, не проходя-
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Рис.3. ДО градуировки, построенная а) по точкам; б) по уровням
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щей через начало координат. В то же время, 
если есть априорные сведения, позволяющие 
ожидать прямо пропорциональной зависимо-
сти аналитического сигнала от содержания 

аналита, можно использовать модели граду-
ировки без свободного члена. У такой гра-
дуировки на один коэффициент меньше, и, 
соответственно, у решения больше степеней 
свободы. Формулы доверительных интерва-
лов такой градуировки (7) и (8) также изме-
няются (рис.5). К сожалению, в нормативной 
литературе эти формулы не используются [5], 
к прямо пропорциональной градуировке там 
обычно применяют формулы, характерные 
для линейной градуировки.

Вблизи начала координат ДИ прямо пропор-
циональной ГХ становится существенно меньше 
ДИ нового измерения, и во многих случаях ДИ 
градуировки в этой области можно пренебречь. 
Безусловно, кроме теоретических предположе-
ний нужны статистические свидетельства того, 
что прямо пропорциональная градуировка 
допустима. Таким свидетельством является, к 
примеру, попадание точки начала координат в 
ДО линейной ГХ. 

Следует иметь в виду, что близость свобод-
ного члена уравнения линейной регрессии к 
нулю не означает, что градуировка является 
прямо пропорциональной. Предположение о 
прямой пропорциональности должно быть под-

 
       

Y = F(X)

Содержание аналита

А
н

ал
и

ти
че

ск
и

й
 с

и
гн

ал

 
420 
400 
380 
360 
340 
320 
300 
280 
260 
240 
220 
200 
180 
160 
140 
120 
100 
80 
60 
40 
20

1 2 3 4

 

Рис.5. ДИ прямо пропорциональной градуировки. 
Границы ДИ градуировки в предположении ее 
линейности приведены на рис.4б



Методология 2/2014(15)

 40 www.j-analytics.ru  www.j-analytics.ru  41Zr

креплено моделью физического процесса изме-
рения аналитического сигнала. 

Если градуировка ведется по точкам и 
число степеней свободы достаточно велико, 
решение о значимости коэффициентов гра-
дуировки можно принимать на основе очень 
простого критерия: минимальности довери-
тельного интервала градуировки для всего 
интервала исследуемых содержаний аналита. 
Если степень полинома слишком мала, оста-
точная сумма квадратов возрастает, и, несмо-
тря на увеличение числа степеней свободы, 
ДИ растет. При избыточной степени аппрок-
симирующего полинома дисперсия почти не 
меняется, тогда как число степеней свободы 
падает и доверительный интервал тоже растет. 
Минимум доверительного интервала как раз 
и покажет правильную степень для конкрет-
ного случая. При поиске минимума следует 
иметь в виду значимость отличий ДИ: даже 
если численно ДИ третьей степени меньше ДИ 
второй, но разница не превышает ДИ оценки 
ДИ (здесь формулы не приводим), то гипотезу 
о том, что ДИ третьей степени меньше ДИ вто-
рой, придется отклонить. Такой же алгоритм 
годится для упрощения формулы (например, 
принятия решения о значимости свободного 
члена).

Обратите внимание, что оптимальная 
аппроксимация может оказаться разной для 
разных интервалов содержаний аналита. При 
этом нельзя допускать, чтобы выбор пара-

метров зависимости основывался только на 
соображении минимума ДИ, модель процесса 
измерения аналитического сигнала имеет 
первостепенное значение. 

ВзВешенная регрессия
Метод наименьших квадратов хорошо работает 
в том случае, когда ожидаемые ошибки всех 
измерений одинаковы (ошибка равна квадрат-
ному корню дисперсии сигнала для данного 
содержания аналита). Однако на практике 
это не так. Ошибка измерения часто растет 
с ростом сигнала. Закон изменения ошибки 
зависит от конкретной ситуации. В одной из 
предыдущих статей [7] мы приводили реше-
ния для популярных случаев, когда ожидаемая 
ошибка пропорциональна  аналитическому 
сигналу (постоянная относительная ошибка) и 
квадратному корню сигнала (ситуация, харак-
терная для детектора радиоактивности или 
масс-спектрометрического детектора).

В обоих случаях доверительный интервал в 
начале градуировки заметно сужается (рис.6). 
Если желательно уменьшить пределы обнару-
жения и определения, то за этот эффект стоит 
бороться. В самом деле, оценка дисперсии 
отдельного измерения, сделанная в предполо-
жении, что дисперсии всех точек одинаковы, 
даст завышенную оценку ДИ в начале градуи-
ровки и заниженную – в конце.

Описанные выше варианты взвешивания, 
при которых ошибка вблизи начала координат 
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обращается в ноль, малопригодны для оценки 
пределов обнаружения и определения – ошибка 
не может быть ниже определенной, характер-
ной для прибора и методики, величины. Более 
адекватная модель зависимости ожидаемой 
дисперсии от отклика может быть описана пря-
мой с положительным свободным членом или 
аналогичной степенной зависимостью.

Реальную зависимость ожидаемой диспер-
сии от отклика необходимо выявлять экспе-
риментально – здесь могут очень пригодиться 
уровни. Оценивая дисперсию измерений по 
набору точек, соответствующих одному содер-
жанию аналита, следует иметь в виду, что 
для этой оценки тоже существует свой довери-
тельный интервал, и для адекватной оценки 

метод наименьших квадратов и расчет 
доверительных интервалов

Аппроксимированные значения методом 
наименьших квадратов [2] вычисляются по 
формуле 
Ý = X∙β,
где 
Ý = {ý1, ý2,..., ýn}T – вектор аппроксимирован-
ных значений;
                                                         

– матрица степеней 
по оси x (временной);

β = (XT∙X)-1∙XT∙Y – вектор коэффициентов;
Y = {y1, y2,..., yn}T – вектор откликов детектора, 
n – число точек, использованных при постро-
ении полиномиальной аппроксимации 
(ширина окна фильтра);
p – число параметров регрессии (столбцов в 
матрице Х).
Доверительный интервал (ДИ) градуировки ΔY 
вычисляется как 

                             
ΔY= t S

(1/2)α

n–p
. . u*,

   
(1)

S2 = RSS/(n – p) – оценка дисперсии σ2 ошибки 
измерения;
RSS = (Y – X∙β)T∙(Y – X∙β) – остаточная сумма ква-
дратов (Residual Sum of Squares);
u* = x*

T(XT∙X)-1x*;
x*

T = {1, x*,..., x*
p};

x* – положение, в котором производится 
аппроксимационная оценка;
tδ

m– коэффициент Стьюдента для доверитель-
ной вероятности (1–δ) и m степеней свободы. 

ДИ измерения 

                         
ΔY= t S

(1/2)α

n–p
. . 1+u*.

 
(2)

При априорно известном ДИ измерения Cy 

формула ДИ градуировки принимает вид

                                 
ΔY= Cy

. u*,
 

(3)

и ДИ измерения

                             
ΔY= Cy

. 1+u*. (4)

линейная градуировка
В матрице Х остается два первых столбца; век-
тор x*

T={1, x*}.
ДИ регрессии равен

            
ΔY = t

1 (x* – x)2

Σ(xi – x)2n
+S

(1/2)α

n–p
. . ,

 
(5)

где 
Σxi
n

x= ;

ДИ нового измерения 

          
ΔY = t

1 (x* - x)2

Σ(xi - x)2n
+S 1+(1/2)α

n-p
. . . (6)

Прямо пропорциональная градуировка
В матрице Х остается только второй стол-
бец; вектор x*

T={x*} становится скаляром. ДИ 
регрессии равен

                       

ΔY= t
|x*|

Σxi2
S

(1/2)α

n–1
. . ,

 
(7)

ДИ нового измерения 

                   

ΔY= t
x*

2

Σxi2
S 1+(1/2)α

n–1
. . . (8)

2 p
1 1 1

2 p
2 2 2

2 p
n n n

1 x x ... x
1 x x ... x

X = ... ... ... ... ...
1 x x ... x
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дисперсии потребуется не менее девяти точек. 
Однако такую зависимость требуется строить 
всего один раз для типа анализа или даже для 
прибора, и усилия вполне могут окупиться 
доказательным понижением пределов обна-
ружения и определения. Профиль дисперсии 
может строиться в ходе разработки методики 
анализа, на этапе валидации аналитической 
системы и т.д. В некоторых случаях зависи-
мость дисперсии от содержания аналита может 
быть посчитана теоретически на основании 
конструктивной схемы прибора и принципов 
измерения аналитического сигнала. 

Априорно известная дисперсия измерения 
позволит строить рабочие градуировки на осно-

вании очень небольшого числа точек, поскольку 
ДИ отдельного измерения оценен заранее по 
достаточно большому числу точек и за счет 
этого адекватность оценки параметров градуи-
ровки возрастает.

Выбросы и ПроВерка (Валидация) 
градУироВки
Обычная процедура идентификации выбро-
сов состоит в построении модели без анализи-
руемой точки, оценке величины аналитиче-
ского сигнала для содержания аналита в этой 
точке и сравнения прогнозированного значе-
ния с измеренным. В этом сравнении также 
участвуют доверительные интервалы, и в слу-
чае, если точка выходит за их пределы, она счи-
тается выбросом (ошибочным значением) и в 
построении модели в дальнейшем не участвует. 
Крайне желательно разбираться в причинах 
появления выбросов и по возможности устра-
нять причины, а не выбросы.

Можно использовать процедуру филь-
трации выбросов, основанную опять же 
на принципах минимизации доверитель-
ного интервала: выбросы – это точки, уда-
ление которых приводит к значимому 
снижению доверительного интервала для опре-
деленного диапазона содержаний аналита. 
Для применения такой процедуры необходима 
априорная информация о дисперсии (распре-
делении дисперсий) аналитического сигнала –  
выбросы не следует искать в случае, если дис-
персия уже находится в пределах, характерных 
для данной методики.

Проверка адекватности рабочей градуировки 
может проводиться по критерию хи-квадрат, 
как в методе адаптивной фильтрации шума [6], 
причем этот тест следует применять как для 
точек, так и для уровней. Проблема проверки 
градуировки достаточно подробно освещена в 
нормативной литературе [3–5], так что мы не 
будем останавливаться на ней подробно.

ПланироВание градУироВки
Минимальные значения пределов обнаруже-
ния и определения совсем не означают, что 
доверительный интервал в любом диапазоне 
минимален (хотя такое и случается). Если иссле-
дователь заранее знает диапазон значений ана-
литического сигнала (интервал измерений), в 
котором планируется проводить химический 
анализ, можно заранее выбрать такой набор 
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Рис.7. Профили √u* для линейной (а)  
и квадратичной (б) градуировки по точкам с рис.3а 
и линейной (в) и прямо пропорциональной (г) 
градуировки по уровням с рис.3б
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градуировочных точек, который будет наилуч-
шим образом соответствовать решаемой задаче. 

Как мы уже обращали внимание, формула 
(3) доверительного интервала имеет два сомно-
жителя – ДИ отдельного измерения и профиль 
доверительной вероятности. Если формула уже 
выбрана, то первый сомножитель зависит исклю-
чительно от числа измерений, и остается обра-
тить внимание на второй. Второй сомножитель –  
профиль доверительной вероятности √u* – совсем 
не зависит от измеренных значений сигнала. 
Этот профиль формируется на основе значений 
аппроксимирующих функций при тех xi, по кото-
рым будет строиться градуировка (рис.7). Мини-
мум √u* для линейной градуировки находится 
в "центре масс", т.е. в точке, соответствующей 
среднему значению градуировочных точек по x, 
и значение в минимуме зависит исключительно 
от числа точек градуировки. Можно заранее подо-
брать такое минимальное число точек и набор 
положений градуировочных точек по оси содержа-
ния аналита, чтобы точность анализа была удов-
летворительной. Как всегда, набор точек является 
компромиссом между потребностями точности 
анализа и валидации градуировки. 

Уменьшение дисПерсии  
измерений
Дисперсия измерений – самый важный фак-
тор, уменьшающий ДИ. Основные факторы, 
влияющие на дисперсию, относятся к исполь-
зуемым приборам, устройствам дозирования, 
приготовлению градуировочных растворов при 
построении градуировки, повторным анали-
зам и пробоподготовке при проведении ана-
лиза. Здесь мы не будем их касаться. 

В хроматографии не следует забывать о мате-
матических способах увеличения точности ана-
лиза при малых концентрациях: оптимальном 
подавлении шумов [6] и аппроксимации формы 
пиков функцией, характерной для хроматогра-
фии, к примеру экспоненциально модифициро-
ванной гауссианой [8].
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